Matematik Diinyasi, 2003 Kis

Bilesim Kiumesinin Eleman Sayisi
ve Birkac Aritmetiksel Esitlik

erkesin nefret ettigi tiirden bir problemle
Hba§layahm. Bir toplulukta 50 kisi maviyi,
40 kisi kirmiziyi, 30 kisi sariy1, 12 kisi
hem maviyi hem kirmiziyi, 10 kisi hem maviyi hem
sariy1, 15 kisi hem kirmiziyr hem sariyi, 7 kisi hem
maviyi hem kirmiziy1 hem de sariy1 seviyor. Bu top-
lulukta mavi, kirmizi ya da sar1 renklerinden en az
birini seven kag kisi vardir?
Tam bir ahret sorusu!
Biraz diisiiniince durumun asagidaki gibi olma-
s1 gerektigi ve toplam 35 + 20 + 12 +3 +5+ 8 + 7

NEVEAN

= 90 kisinin bu ii¢ renkten en az birini sevdigi an-
lagilir.

Ayni yaniti hi¢ diigiinmeden, sadece verilere ba-
karak, su sekilde de bulabilecegimiz sizi sasirtabilir:
(50 + 40 + 30) — (12 + 10 + 15) + 7 = 90.

Bu yazida ikinci yontemin neden dogru yaniti
verdigini gorecegiz, yani M, K, S kiimelerinin birle-
siminin eleman sayisin1 bu kiimelerin eleman sayi-
sindan ve ikiser ikiser kesisimlerinin eleman sayi-
sindan ve Ug¢uniin birden kesigiminin eleman sayi-
sindan,

IMu KuSIl=IMl+IKI+ S|
—(IM Kl + K~ S+ 1S M)
+IMNKn Sl
formiliyle elde edilebilecegini gorecegiz.
Bunu sadece M, K, S diye ti¢ kiimeyle degil,
T, Tyy s T,
diye adlandiracagimiz herhangi # tane sonlu k-
meyle de yapabiliriz: Bu kiimelerin her birinin ele-
man sayisi verilmigse, ayrica ikiser ikiser kesigimle-
rinin eleman sayisi verilmigse, ayrica tger tiger kesi-
simlerinin eleman sayisi verilmigse, ayrica dorder
dorder kesigimlerinin eleman sayisi verilmigse ve
boylece miimkin olan tim kesisimlerinin eleman
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sayisi verilmigse,
TivT,u..uT,
birlesiminin eleman sayisini bulabiliriz.
Kanitlayacagimiz formiili # = 3 i¢in yukarda
yazdik. 7 = 2 i¢in oldukga basit:
IT; O Tol =Tyl + IT5l = 1Ty N Tl
Son olarak, 7 = 4 icin yazalim:
TiuT,uT;UT,
birlesiminin eleman sayisi
T, Ty, T5, Ty
kiimelerinin eleman sayisinin toplami, eksi,
TiNTy, Ty nT3, Ty N Ty,
T,NT3, Ty Ty T3 T,y
kiimelerinin eleman sayisinin toplamu, art,
TiNnTy,N T3, Ty Ty N Ty,
TiNT;Nn Ty, T, T3nN Ty
kiimelerinin eleman sayisinin toplami, eksi,
T'NnT,nT3NTy
kiimesinin eleman sayisi olarak bulunur. Eger, or-
negin, Ty N T, N Ty yerine Ty 5 4 yazarsak, formii-
la, 7 = 4 i¢in
1Ty U Ty, U T30 Tyl =Tl + |T,l + T3l + 1Tyl
“(T1p+Ti3+T14+Tr3+ T4+ T34)
+(T1p3+ T1p4+T134+T1234)
-Ti1234
olarak yazabiliriz.
Sanirim 7 = § i¢in formiliin ne olacagi tahmin
edilmistir.
Konumumuzu belirleyelim ve formili en eko-
nomik bigimde yazabilmek icin bir tanim verelim.
7 tane sonlu kiime alalim. Bu kiimelere

Ty, Tyy ooy T,
adini verelim. Ayrica, iy, ..., i; € {1, ..., n} icin,
Til,...,ij = Ti1 M Tiz M e M Ti/'

tanimini yapalim. Elbette, Ornegin,
Tiap=Ta12=Toa1=Ti4
olur. Bundan boyle T; ; yazilimini, sadece
1see5ly
P <
I<i<ip<..<ij<n

esitsizligini saglayan iy, iy, ..., i; gostergecleri icin
kullanacagiz.

Simdi kanitlayacagimiz formuli matematiksel

olarak yazabiliriz:
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Teorem 1. Yukardaki notasyonla,

‘Usz‘ = Z,|T1| _z,’lq‘z Tila’é | + Z:z‘l<i2<i3 T

il,iz,i3|_"‘

yani,

T2 Lqyitl -
Ui:lT"_z;&l( 1 (Zl<i1<...<i/<n T’lw,’/]
olur.

Kanit: Once biraz diisiinelim.
2T
toplaminda bircok elemani birkag kez sayiyoruz. Bu
toplamda her eleman kac tane T;nin i¢indeyse, o
kadar kez sayiliyor. Ornegin bir eleman Ty, T, T4
kumelerindeyse ve digerlerinde degilse, o zaman bu
eleman toplamda tam ug kez sayiliyor. Agikca go-
rilmese de kanitimizda bizi yonlendiren fikir budur.
Herhangi bir 7 elemani ve i = 1, ..., 7 icin
1 egerteT;ise
i = 0 egerteT, ise
tanimini yapalim. O zaman, biraz diistintince ko-
laylikla gortilebilecegi uzere, her ¢ € T icin,

o n .
Hfl_l(l_ti) _ 0 egert EUZ'=1Ti ise
= 1 aksi halde
olur. Demek ki, her ¢ € T igin,

1 egert eUn T. ise
" )
1-I10 a-e)= 5 =1

- 0 aksi halde

ve dolayisiyla,
n n *
Zt(l _H,’=1(1_ti)j :‘Ui=1Ti‘ (*)

bulunur. Simdi soldaki ifadedeki ¢arpimi acalim.

[ a-t=t-tna-t)..ii-1,)

= “)/t .t
zlsil<...<ii§n,i20( )’1 L

buluruz. (Ikinci esitlik goriindiigii kadar zor degil-
dir... j = 0 oldugunda, tjy--t; Garpimimin 1 oldugu-
nu varsayiyoruz.) Bundan kolaylikla

n H
_ I | —t.)= E _1y+1, .
1 izl(l t) 1§i1<...<i/~£n,j>0( 1) iy '"t’/‘

cikar. (j = 0 i¢in elde edilen 1 sadelesti.) Demek ki,
(*) formiiliiniin solundaki

n
zt(l—Hi=1(1—t,~))
ifadesi
1+ g
ztzlsil<...<i,-Sn,j>0( D t’l"'t’i

ifadesine egit. Simdi bu son ifadeyle oynayalim.
Once,

VAR PR
ztz1sil<...<i,-£n,/>()( 1) t’l"'t’f
- B IYAS PR
Zl£i1<...<ij§n,/>02t( 1) tllmt’f
- _ i+1z s
21si1<...<if§n,/>0(( 1) tt’l"'t’/)

esitligini gorelim. Hesaplara kisa bir ara verip en
sagdaki toplamin ne olduguna bakalim. #;lerin ta-
nimindan, hemen,

1 egertel; n..n Ti/, ise
A7 0 aksi halde

esitligi cikar. Demek ki,

Zt ti] "'tif» = "TZ] M ... m’TZ/‘
dir. Yukarda bagladigimiz hesaba devam edelim.

v+l )
thl§i1<...<i/-3n,j>0( 1) tl] "'tzj
= E _qyl, )
1si]<...<iign,;>ozt( 1) t,l...tl/_
= E -1 j+l Lt )
1si1<...<i,-sn,;>o(( ) Ett,l t’;’

i+1
= 1)+
z1£i1<...<i,-£n,/’>0( )

37" 1yt
_z;'=1< 1) (zlﬁi1<...<i/SnT

if5eenl

T, N..nT;,
1 i

|

[stedigimizi kanitladik. O

Belki biraz acili bir kanit oldu ama degdigini
gosterelim. Onemli ve oldukca zor bir soruyu bu
teoremin yardimiyla yanitlayalim ve yanitin son
derece ilging sonuglarini bulalim [bkz. MD-2003-1,
sayfa xx-xx].

Teorem 2. Eger m < n ise n elemanly bir kiime-
den m elemanls bir kiimeye giden
m\ k| |n
Y ) [,Jk
tane Grten fonksiyon vardir.
Kanit: Eger # < m ise yanit 0°dir elbet. Eger # =
m ise, her orten fonksiyon birebir olmak zorunda ol-
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dugundan, yanit #°dir. Genel yaniti bulacagiz. A ve
B, sirasiyla 7 ve m elemanli iki kiime olsun.

Fonk(A, B), ya da kisacxa F, A’dan B’ye giden
fonksiyonlar kiimesi olsun. A’nin her elemani B’nin
m elemanindan herhangi birine gidebilecegi i¢in,
F’nin tam " tane elemani vardir: |Fl =

Her i € B icin, F;, A’dan B\ {i} kumesme giden
fonksiyonlar kiimesi olsun. Bir bagka deyisle,

Fi={f e F:herx € Aicin f(x) #i
olsun. Aynen biraz once soyledigimiz gibi,
|Fi| = (m—-1)"

Orten olmayan her fonksiyon F; kiimelerinden bi-
rinin elemanidir. Demek ki 6rten fonksiyonlar kiime-
si F\U; g F; kiimesidir. Eger U, - g F; kiimesinin ele-
man sayisini bulursak sorumuzu yanitlayabiliriz.

Once, her k <m igin, eger iy, iy, ..., i, Bnin bir-
birinden farkli k elemaniysa,

[E, AE, .., | = (m~ k)"
esitligine dikkati gekehm gunkii bu kesigim 7 eleman-
i A kiimesinden B’nin 7 — k elemanli bir altkiime-
sine giden fonksiyonlar kiimesidir.

Simdi Teorem 1’den yararlanarak,

Viep Fi
kiimesinin eleman sayisini bulalim. B’nin tam
7
j
tane j elemanli altkimesi oldugundan,

UZ1E‘: 7;1:1 (—1)i+1(zlgil<...<i,én vy
—z ]+l[zlsi1<...<iiﬁn(m_j)nj
_Z /+1[ j(m ])n

m iy m M
=2 {M_J(m—/)

Z 1y k+1(’ZJkn

elde ederiz. Demek ki 6rten fonksiyon sayisini, 721°den

)

bu sayiy1 ¢ikartarak buluruz. Bu sayi,

n_ N\ 1 m—k+1| " |, n
m b 0( 1ymRE (kjk
D { Jk” Z’_O(—nm—’\’[@k”
_ mN\ " n_(_qy" m k|7 n
SRl WS [kjk Y ) (/Jk

dir. Teoremimiz kanitlanmigtir. O

Sonuc¢ 3. Eger n < m ise,
m k|| in _
DN [k]/e =0
dir.

Kamit: n < m ise, n elemanli bir kiimeden m
elemanh bir kiimeye giden orten bir fonksiyon
yoktur. Bir onceki teoremin kanitinda da m < n
varsayimi yapilmadi; dolayisiyla teorem m > n ise
de gecerlidir. m

Sonug 4. Her n dogal sayisi igin,

n n
Zk:o (—1)k(kjk” = (-1)"n!
dir.

Kanit. Teoremde n = m alacagiz. Eger A ve B
kiimelerinin eleman sayisi esitse, her ikisinde de n
eleman varsa, A’dan B’ye giden her 6rten fonksi-
yon bir eglemedir ve bu eslemelerin sayisi n!’dir.
Sonug, Teorem 2’nin ve bu dedigimizin dogrudan
bir sonucudur. 0

Sonug 5. Her n dogal sayisi igin,

N il _ | qyn X014 1)!
St o< car

dir.

Kamt: A kiimesinin n + 1, B kiimesinin n ta-
ne elemani olsun. A’dan B’ye giden 6rten fonksi-
yonlari elle hesaplayalim. Eger f : A — B orten bir
fonksiyonsa, A’nin iki elemani B’nin tek bir ele-

A B

n-1 eleman n-1 eleman

Orten bir fonksiyon bulmak igin 1) A’dan

iki eleman seg, 2) B’den bir eleman sec,

3) A ve B’nin geri kalan #—1 elemani arasinda
bir egleme sec.

manina gitmeli ve A’nin geri kalan n — 1 elema-
niyla B’nin geri kalan n — 1 elemani arasinda bir
esleme olmali. Dolayisiyla A’dan B’ye giden orten
fonksiyon sayisi,

n+1\n _(n+1)n
(73 et

dir. Teorem 2 ve bu bilgi birlegtirilerek istenen so-

nx(n+1)!
2

xnx(n —1)1=

nug elde edilir. #



