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Matematik Dünyas›, 2003 K›fl

H
erkesin nefret etti¤i türden bir problemle

bafllayal›m. Bir toplulukta 50 kifli maviyi,

40 kifli k›rm›z›y›, 30 kifli sar›y›, 12 kifli

hem maviyi hem k›rm›z›y›, 10 kifli hem maviyi hem

sar›y›, 15 kifli hem k›rm›z›y› hem sar›y›, 7 kifli hem

maviyi hem k›rm›z›y› hem de sar›y› seviyor. Bu top-

lulukta mavi, k›rm›z› ya da sar› renklerinden en az

birini seven kaç kifli vard›r?

Tam bir ahret sorusu!

Biraz düflününce durumun afla¤›daki gibi olma-

s› gerekti¤i ve toplam 35 + 20 + 12 + 3 + 5 + 8 + 7

= 90 kiflinin bu üç renkten en az birini sevdi¤i an-

lafl›l›r.

Ayn› yan›t› hiç düflünmeden, sadece verilere ba-

karak, flu flekilde de bulabilece¤imiz sizi flafl›rtabilir:

(50 + 40 + 30) − (12 + 10 + 15) + 7 = 90.

Bu yaz›da ikinci yöntemin neden do¤ru yan›t›

verdi¤ini görece¤iz, yani M, K, S kümelerinin birle-

fliminin eleman say›s›n› bu kümelerin eleman say›-

s›ndan ve ikifler ikifler kesiflimlerinin eleman say›-

s›ndan ve üçünün birden kesifliminin eleman say›-

s›ndan,

|M ∪ K ∪ S | = |M| + |K| + |S| 

− (|M ∩ K| + |K ∩ S| + |S ∩ M|)

+ |M ∩ K ∩ S|

formülüyle elde edilebilece¤ini görece¤iz.

Bunu sadece M, K, S diye üç kümeyle de¤il,

T1, T2, ..., Tn

diye adland›raca¤›m›z herhangi n tane sonlu kü-

meyle de yapabiliriz: Bu kümelerin her birinin ele-

man say›s› verilmiflse, ayr›ca ikifler ikifler kesiflimle-

rinin eleman say›s› verilmiflse, ayr›ca üçer üçer kesi-

flimlerinin eleman say›s› verilmiflse, ayr›ca dörder

dörder kesiflimlerinin eleman say›s› verilmiflse ve

böylece mümkün olan tüm kesiflimlerinin eleman

say›s› verilmiflse, 

T1 ∪ T2 ∪ ... ∪ Tn

birlefliminin eleman say›s›n› bulabiliriz.

Kan›tlayaca¤›m›z formülü n = 3 için yukarda

yazd›k. n = 2 için oldukça basit:

|T1 ∪ T2| = |T1| + |T2| − |T1 ∩ T2|.

Son olarak, n = 4 için yazal›m:

T1 ∪ T2 ∪ T3 ∪ T4

birlefliminin eleman say›s›

T1, T2, T3, T4

kümelerinin eleman say›s›n›n toplam›, eksi,

T1 ∩ T2, T1 ∩ T3, T1 ∩ T4, 

T2 ∩ T3, T2 ∩ T4, T3 ∩ T4

kümelerinin eleman say›s›n›n toplam›, art›,

T1 ∩ T2 ∩ T3, T1 ∩ T2 ∩ T4, 

T1 ∩ T3 ∩ T4, T2 ∩ T3 ∩ T4

kümelerinin eleman say›s›n›n toplam›, eksi,

T1 ∩ T2 ∩ T3 ∩ T4

kümesinin eleman say›s› olarak bulunur. E¤er, ör-

ne¤in, T1 ∩ T2 ∩ T4 yerine T1,2,4 yazarsak, formü-

lü, n = 4 için

|T1 ∪ T2 ∪ T3 ∪ T4| = |T1| + |T2| + |T3| + |T4|

− (T1,2 + T1,3 + T1,4 + T2,3 + T2,4 + T3,4)

+ (T1,2,3 + T1,2,4 + T1,3,4 + T2,3,4)

− T1,2,3,4

olarak yazabiliriz.

San›r›m n = 5 için formülün ne olaca¤› tahmin

edilmifltir.

Konumumuzu belirleyelim ve formülü en eko-

nomik biçimde yazabilmek için bir tan›m verelim.

n tane sonlu küme alal›m. Bu kümelere

T1, T2, ..., Tn

ad›n› verelim. Ayr›ca, i1, ..., ij ∈ {1, ..., n} için, 

Ti1,...,ij
= Ti1

∩ Ti2
∩ ... ∩ Tij

tan›m›n› yapal›m. Elbette, örne¤in,

T1,4,2 = T4,1,2 = T2,4,1 = T1,2,4

olur. Bundan böyle Ti1,...,ij
yaz›l›m›n›, sadece

1 ≤ i1 < i2 < ... < ij ≤ n

eflitsizli¤ini sa¤layan i1, i2, ..., ij göstergeçleri için

kullanaca¤›z.

fiimdi kan›tlayaca¤›m›z formülü matematiksel

olarak yazabiliriz:

Bileflim Kümesinin Eleman Say›s›

ve Birkaç Aritmetiksel Eflitlik
Adam Dan Dick

M

K S
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820
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Teorem 1. Yukardaki notasyonla,

yani,

olur.

Kan›t: Önce biraz düflünelim.

toplam›nda birçok eleman› birkaç kez say›yoruz. Bu

toplamda her eleman kaç tane Ti’nin içindeyse, o

kadar kez say›l›yor. Örne¤in bir eleman T1, T2, T4

kümelerindeyse ve di¤erlerinde de¤ilse, o zaman bu

eleman toplamda tam üç kez say›l›yor. Aç›kça gö-

rülmese de kan›t›m›zda bizi yönlendiren fikir budur. 

Herhangi bir t eleman› ve i = 1, ..., n için

tan›m›n› yapal›m. O zaman, biraz düflününce ko-

layl›kla görülebilece¤i üzere, her t ∈ T için,

olur. Demek ki, her t ∈ T için,

ve dolay›s›yla,

bulunur. fiimdi soldaki ifadedeki çarp›m› açal›m.

buluruz. (‹kinci eflitlik göründü¤ü kadar zor de¤il-

dir... j = 0 oldu¤unda, ti1...tij çarp›m›n›n 1 oldu¤u-

nu varsay›yoruz.) Bundan kolayl›kla

ç›kar. (j = 0 için elde edilen 1 sadeleflti.) Demek ki,

(*) formülünün solundaki

ifadesi

ifadesine eflit. fiimdi bu son ifadeyle oynayal›m.

Önce,

eflitli¤ini görelim. Hesaplara k›sa bir ara verip en

sa¤daki toplam›n ne oldu¤una bakal›m. ti’lerin ta-

n›m›ndan, hemen,

eflitli¤i ç›kar. Demek ki,

dir. Yukarda bafllad›¤›m›z hesaba devam edelim.

‹stedi¤imizi kan›tlad›k. ■■

Belki biraz ac›l› bir kan›t oldu ama de¤di¤ini

gösterelim. Önemli ve oldukça zor bir soruyu bu

teoremin yard›m›yla yan›tlayal›m ve yan›t›n son

derece ilginç sonuçlar›n› bulal›m [bkz. MD-2003-I,

sayfa xx-xx].

Teorem 2. E¤er m ≤ n ise n elemanl› bir küme-

den m elemanl› bir kümeye giden

tane örten fonksiyon vard›r.

Kan›t: E¤er n < m ise yan›t 0’d›r elbet. E¤er n =

m ise, her örten fonksiyon birebir olmak zorunda ol-
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du¤undan, yan›t n!’dir. Genel yan›t› bulaca¤›z. A ve

B, s›ras›yla n ve m elemanl› iki küme olsun.

Fonk(A, B), ya da k›sacxa F, A’dan B’ye giden

fonksiyonlar kümesi olsun. A’n›n her eleman› B’nin

m eleman›ndan herhangi birine gidebilece¤i için,

F’nin tam mn tane eleman› vard›r: |F| = mn.

Her i ∈ B için, Fi, A’dan B \ {i} kümesine giden

fonksiyonlar kümesi olsun. Bir baflka deyiflle, 

Fi = {ƒ ∈ F : her x ∈ A için ƒ(x) ≠ i}

olsun. Aynen biraz önce söyledi¤imiz gibi,

|Fi| = (m − 1)n.

Örten olmayan her fonksiyon Fi kümelerinden bi-

rinin eleman›d›r. Demek ki örten fonksiyonlar küme-

si F \ ∪i∈B Fi kümesidir. E¤er ∪i∈B Fi kümesinin ele-

man say›s›n› bulursak sorumuzu yan›tlayabiliriz. 

Önce, her k ≤ m için, e¤er i1, i2, ..., ik, B’nin bir-

birinden farkl› k eleman›ysa,

eflitli¤ine dikkati çekelim, çünkü bu kesiflim n eleman-

l› A kümesinden B’nin m − k elemanl› bir altküme-

sine giden fonksiyonlar kümesidir.

fiimdi Teorem 1’den yararlanarak, 

∪i∈B Fi

kümesinin eleman say›s›n› bulal›m. B’nin tam

tane j elemanl› altkümesi oldu¤undan,

elde ederiz. Demek ki örten fonksiyon say›s›n›, m!’den

bu say›y› ç›kartarak buluruz. Bu say›,

dir. Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. ■■

Sonuç 3. E¤er n < m ise,

d›r.

Kan›t: n < m ise, n elemanl› bir kümeden m

elemanl› bir kümeye giden örten bir fonksiyon

yoktur. Bir önceki teoremin kan›t›nda da m ≤ n

varsay›m› yap›lmad›; dolay›s›yla teorem m > n ise

de geçerlidir. ■■

Sonuç 4. Her n do¤al say›s› için,

dir.

Kan›t. Teoremde n = m alaca¤›z. E¤er A ve B

kümelerinin eleman say›s› eflitse, her ikisinde de n

eleman varsa, A’dan B’ye giden her örten fonksi-

yon bir efllemedir ve bu efllemelerin say›s› n!’dir.

Sonuç, Teorem 2’nin ve bu dedi¤imizin do¤rudan

bir sonucudur. ■■

Sonuç 5. Her n do¤al say›s› için,

dir.

Kan›t: A kümesinin n + 1, B kümesinin n ta-

ne eleman› olsun. A’dan B’ye giden örten fonksi-

yonlar› elle hesaplayal›m. E¤er ƒ : A → B örten bir

fonksiyonsa, A’n›n iki eleman› B’nin tek bir ele-

man›na gitmeli ve A’n›n geri kalan n − 1 elema-

n›yla B’nin geri kalan n − 1 eleman› aras›nda bir

eflleme olmal›. Dolay›s›yla A’dan B’ye giden örten

fonksiyon say›s›,

dir. Teorem 2 ve bu bilgi birlefltirilerek istenen so-

nuç elde edilir. ♣
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