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R2 Oklid diizleminde ayni | dogrusu veya ay-
n1 Q cemberi iizerindeki olan dort farkli A, B, C, D
noktasi alalim.

C
A
c 4
B
A, B, C, D noktalarmmin ¢apraz orvam,
B,y dAC) dB.C)

d(A,D) " d(B,D)
olarak tamwmlanyr. Bu tamimda d(P, Q), P ile Q
noktalar: arasindaki Oklid uzakligini simgelemek-
tedir, yani P(a, b) ve Q(c, d) ise,

d(P,Q) =+(a—c)* +(b-d)*.

1. (A, B, C, D) = (C, D, A, B) = (B, A, C, D)-1
= (A, B, D, C)! esitliklerini kanitlaymn.

Yanit: Bu ¢ok kolay, her P ve O noktasi i¢in
d(P, Q) = d(Q, P) esitliginden kaynaklanur.

2. 1y, by, 13, 14 dogrulari a dogrusunu A4, Ay,
As, A4 noktalarinda ve b dogrusunu By, B,, B3, By

noktalarinda kessinler.

2a) Iy, 1y, 13, 14 dogrular: paralelse
(Ala AZ’ AS’ A4) = (Bla B,, B3, B4)
esitligini gosterin.
Coziim: Bu durumda, benzer tiggenlerden dolayz,
BBy BB, BBy BBy
AjAy  AJAy AAy AYA,
esitlikleri vardir; Bundan da (Aq, A,, A3, Ay) = (B,
B,, B3, By) esitligi ¢ikar.

* Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii.

2b) 1y, by, I3, 14 dogrular: tek bir noktada ke-
sisiyorlarsa (A, Ay, Az, Ay) = (B1, By, B3, By) esit-
ligini gosterin.
Coziim: A; noktasinin I; dogrusuna uzakhgini
d(A i I]-) ile gosterelim. Bu durumda benzerlikten
MAs _d(Ayly)  AAy _d(AgL L)
AyAy  d(Ay,13)  AAy d(Ayly)
esitlikleri gikar. I; ve I; dogrulart arasindaki agiyr

A ile gosterirsek, yukardaki esitliklerden,
d(Ag,l3) d(Ag,ly)
d(Ay,13) d(Ay,1y)
_ sink13 X Sil’l}\.14

(A1,Ar,A3,A4) =

- Sil’l)\,23 ) Sil’l)bz4 ’
ctkar. Ayn esitlik (B, By, B3, By) igin de gegerli ol-
dugundan, (Al’ Az, A3, A4) = (Bl’ Bz, B3, B4) C§it-
ligi dogrudur.

3. Bir Q ¢emberi iizerinde,  , o
“,
ve B’ninki ise B’ olsun. B

(As Ba Cs D)Z = (A,s B’a Cs D)
esitligini gosterin.

CD bir cap olusturmak iizere, A,
B, C ve D noktalar almnmus olsun. ¢
A’min CD iizerindeki izdiisiimii A’

Coziim: CD bir ¢ap olusturdugu icin su esitlik-
leri biliyoruz:

AC2=A'C:DC
AD? = A'D-DC
BC? = B'C-DC
BD2 = B'D-DC

Buradan kolaylikla (A, B, C, D)2 = (A’, B', C, D)
sonucunu ¢ikarabiliriz.

4. Bir Q cemberi iizerinde A, B, C, D noktala-
1 almmus olsun. ts ve tp dogrular (bu sirayla) C ve
D noktalarindan gecen iki teget olsun. (Bir sonraki
sayfadaki sekle bakin.) Bu tegetler P noktasinda
kesissinler. A’', AP ve CD dogrularuun, B' ise BP ve
CD dogru parcalarimin kesisim noktalar: olsun.

(A, B, C, D)2 = (A", B, C, D)

esitligini gosterin.



Coziim: Eger ¢emberin ¢evresi r ise, kolayca,
AC = 2rsin(ACP) bulunur. Dolayisiyla,
AC2-CP= AC-CP-2rsin(ACP)
= 4rAlan(ACP)
= AP-CP-2rsin(APC).
Benzer bicimde,
AD2-DP = AP-DP-2rsin(APD)
BC2-CP = BP-CP-2rsin(BPC)
BD2-DP = BP-DP-2rsin(BPD)
esitlikleri gecerlidir. Bu esitlikleri goz 6niinde bu-
lundurarak hesaplayalim:

_AC? BC?

2 2
(A,B,C,D)Z— AC~-CP BC-.CP

AD? BD?> AD?>DP BD>DP

_ AP-CP-sin(APC) BP-CP-sin(BPC)
~ AP-DP-sin(APD) ' BP-DP-sin(BPD)
_sin(APC) sin(BPC)
~ sin(APD) " sin(BPD)

=(AB,C,D).

U c R? olsun. Eger U sonlu yaricapli bir daire-
nin icindeyse U’ya simrly denir. Eger her | dogru-

su icing | N U agik (yani svur noktalarm icerme-

dogru
(Not:
Bogkiime de acik

yen) bir
parcasiysa

|V bir dogru parcasi-
dir) U’ya icbiikey

alan denir.

Bundan boyle
U, R%nin surlt bir ichiikey alanini simgeleyecek.
Her | dogrusu icin | N U dogru parcalarmun spur
noktalarmun kiimesi S(U) olsun. S(U) kiimesine U
alarmmin symny adi verilir.

<— sinir S(U)

siir noktalar:

A, B € U iki degisik nokta olsun. S(U) N AB =
{A’, B'} olsun. (Burada AB, A ve B noktalarindan
gegen dogrudur.) Ayrica bu N
noktalarin sekilde goriildiigii

gibi A', A, B, B’ sirasiyla sira-

landiklarim varsayalim. Simdi
pylA, B) sayisin,

py(A, B) = In(A, B, B, A)
olarak tammlayalim. (Not: In fonksiyonunun yani
logaritmanmmn tamumum ve tiim ozelliklerini bilmeniz
gerekmiyor. Logaritma fonksiyonu hakkinda bil-
meniz gereken ozellikler en sonda ozet olarak veril-
mistir.) Ayrica her A € U igin py(A, A) = 0 olsun.
Birazdan py; fonksiyonunun Unun iki noktas: ara-
smda bir cesit mesafe olctiigiinii kamitlayacagiz.

Logaritma
a) In (ya da log) sadece pozitif sayilar icin
tanimlanmug bir fonksiyondur.
b)In1=0,
c) Her pozitif x, y icin, In xy = In x + In y,
d) In artan bir fonksiyondur, yani 0 < x < y icin
In x < In vy esitsizligi gecerlidir.

5. Asagidaki onermeleri kanitlaymn.

5a. Her A, B € U igin py(A, B) 2 0’dir.

5b. py(A, B), ancak ve ancak A = B ise 0 ola-
bilir.

5c. Her A, B € U igin, py(A, B) = py(B, A).

5d. Eger B noktast A ve C noktalarimin arasin-
daysa, py(A, C) = py(A, B) + py(B, C).

Coziim: (a, b). Eger A ve B, U’da iki farklh
nokta ise d(A, B') > d(B, B') ve d(B, A’) > d(A, A")
dir. Dolayisiyla

. .. d(AB) d(AA")

(A,B,B,A") = d(B.B) : dB.A) >1

ve py(A, B) > 0 olur. Ayrica tanim geregi py(A, A)
=0.

¢) Birinci sorudan dolayi,

pulA, B)=In(A, B, B, A")
=In(B, A, A', B') = py(B, A).
d) B noktasinin A ve C noktalar arasinda ol-

dugunu goz ontinde bulundurarak
dogrudan hesaplayalim:

pulA, B) + py(B, C) =-.
=In(A, B, B, A’) + In(B, C, B', A) \,
=In((A, B, B', A")«(B, C, B', A"))




I d(A,B) d(B,B) [ d(B,B) d(C,B)
T\ d(A,A) T dB,A) )\ d(B,A") " d(C,A")
d(C,B

_ [dIAB) d(C.B
M dA,A) dC,A)

-

j =In(A,C,B,A") =py (A,C).

6. U ve V iki sturly ichiikey alan olsun. Eger U
c Vise, her A, B € U icin,
py(A, B) < py(A, B)
esitsizligini gosterin.

Coziim: AB ~ S(U) = [A’, B’} ve AB A S(V) =
{A”, B"} yukardaki sekildeki gibi olsun. In artan bir
fonksiyon oldugundan, (A, B, B, A’) > (A, B, B", A”)
esitsizliini gostermemiz yeterli. Eger

dy=dA’, A”) 20 vedg=d(B',B") 20

ise,
o dAB) dBB)  d(AB) d(BA"
BB A = A, A7) dB,A") ~ d(B,B") d(A,A")
: d(A,B' d( ".B") d(B,A')+d(A',A")
=

)+
B,B')+d(B,B") d(A,A")+d(A",A")
d(A,B)+3p d(B,A")+d 4
d(B,B)+ 85 d(A,A)+5,
esitlikleri ve d(A, B') > d(B, B') ve d(B, A") > d(A,
A') esitsizliklerinden dolayi, eger a < b ve § > 0 ise,
a+d _a
<=
b+d b

esitsizligini kanitlamak yeterlidir. Ama bu son esit-

sizligin dogru oldugunu kanitlamak ¢ok kolay.

7. U, smurl bir icbiikey alan ve A, B, C € U
olsun. py(A, C) < py(A, B) + py(B, C) esitsizligini
kanitlaym.

Kanit: Once sinir noktalarimizi belirleyelim:

A" A AB N S(U) = {A", B'},

BCn S(U) ={B", C"},

ACnS(U)={A", C"}
yandaki gekildeki gibi ol-
sun. V, A’B” ve B'C"” dog-
arasinda

B

¢+ rular kalan

U’nun noktalar kiimesine V diyelim. A'B” ve B'C"”
dogrularinin kesisim noktasina P diyelim. PA’, PB
ve PC" dogrulariyla AC dogrusunun kesisim nok-
talarina sirasiyla A, B ve C diyelim. Bu durumda,
2b’den dolayi,
pu(A, B)=In(A, B, B', A') = In(4, B, C, A)
- pylA, B)
ve
pu(B, C)=In(B, C, C", B") = In(B, C, C, A)
= py(B, €)
esitlikleri saglanir. Dolayisiyla, 5d ve 6’dan dolay,
pu(A, B) + py(B, C) = py(A, B) + py (B, C)
= py(4, C) 2 py(4, C).

Hilbert Mesafesi
X bir kiime olsun. d: X x X - R, su ozellikleri
saglayan bir fonksiyon olsun: Her x, y, z € Xigin,
a) d(x, y) 20,
b) d(x, y), ancak ve ancak x = y ise 0’dur,
¢) d(x, y) = dy, x),
d) d(x, y) £ d(x, 2) + d(z, y).
O zaman d’ye X Uzerine mesafe adi verilir.
Eger Uc R? icbiikey ve sinirli bir kiimeyse, yu-
kardaki sorulardan, py; fonksiyonun U tzerine
bir mesafe oldugu ¢ikar. Bu mesafeye Hilbert
mesafesi ad1 verilir.

8. [iki Dogru Arasindaki Mesafe.] 1; ve I, si-
mirly bir ichbiikey alan olan Uyla kesisen, paralel ol-
mayan ama U U S(U) kiimesinde kesismeyen iki
dogru olsun. 11 ve |, dogrularmmn kesisim noktasi-
na P diyelim. t| ve t,, P noktasindan gecen ve S(U)
kiimesini kesen ama U’yu kesmeyen iki farkl dog-
ru olsun (6rnegin t{ ve t, teget olabilirler Uya) Q4
e t; N S(U) ve O, € ty N S(U) olsun. 010, dog-
rusu Iy ve |, dogrularim sirasryla A, ve A, nokta-



larmda kessin. Her By e Iy " Uve By € 1, N Uigin

pulAq, Ay) < py(By, By) esitsizligini kanitlaym.
Kanit: Asagidaki sekilden kaniti izleyin. By e

I ve B, € |5, U’da herhangi iki nokta olsun. By,

B,', By", B," sekildeki gibi olsun. V, #; ve ¢, dogru-
lar1 tarafindan simirlanan ve U’yu ve B{", B," nok-
talarini igeren herhangi bir sinirli ve i¢biikey alan ol-
sun. 6 ve 2b’den dolayi

pu(B1, By) 2 py(By, By) = py(Ay, Ay) = pylAy, Ag)
dir.

9. U, I, I, Ay ve A, yukardaki gibi olsun.
pulAq, Ay) sayisima 1y ve 1, dogrularinin (py’ya
gore) mesafesi adi verilir.

9a. |y ve |, dogrularimin Ay ve A, noktalarin-
dan baska noktalar: da ayni py(Aq, Ay) mesafesini
verebilirler. Boyle bir 6rnek verin.

9b. Eger U bir daireyse, 11 ve 1,’nin A{ ve A,
noktalarmdan baska noktalarimn py(Aq, A,) me-
safesini veremeyecegini kamitlayn, yani her By €
1, B € |, icin, eger By # Ay ya da B, # A, ise

pulAy, A) < py(By, By)
esitsizligini kamitlaymn.

Coziim. 9a. AB ve CD dogrularinin P’de kesis-
tigi bir ABCD dortgeni alalim. U bu dortgenin igi
olsun. I ve 1,, Pden gecen ve Uyu kesen iki dog-
ruolsun. Aj, By e lynUve Ay, B e |, nUol-
sun. A1 A, ve B|B, dogrulari, ABve CD dogrulari-

n1 yukardaki sekildeki gibi A¢', B', A,', B," nokta-
larinda kessin. 2b’ye gore,
PulAr, Ay) =1n(Aq, Ay, Ay, AY)
- In(By, By, By, By') = pyfBy, By).
9b. T', U dairesinin sinir1, yani ¢emberi olsun.
P, 1 n 1, Nty Nt noktast olsun. BB, dogrusu #;
ve t, tegetlerini B;” ve B,” noktalarinda, I' gembe-
rini de By’ ve By’ noktalarinda kessin.

Eger (By, By) # (A, A;) ise 0 zaman ya By # B;"
ya da By # B,". Capraz oranin tamimindan
(By, By, B,", By") < (By, By, By, By')
cikar ve bundan ve 2b’den,
pu(B1, By) = In(By, By, By, By')
> ln(Bl, Bz, Bz”, Blﬂ)
= ln(Ala AZa QZ, Ql) = pU(Ala AZ)
cikar.

10. T bir cember olsun. U, T cemberiyle sumirla-
nan dairenin ici olsun. P ve Q, I"min disinda kalan
alandan segilmis iki nokta olsun. 1| ve |, dogrular:
Pden, my ve m, dogrulari da Q’den gecen ve
U’dan noktalar iceren dort dogru olsun. | dogrusu
my ile my arasindaki py; mesafesini (bkz. problem 8
ve 9b) veren iki noktay: iceren dogru olsun. Aym
sekilde, m dogrusu 1 ile 1, arasimdaki py; mesafesi-
ni veren iki noktay: iceren dogru olsun. Eger | dog-
rusu, P noktasmdan geciyorsa, m dogrusunun Q
noktasindan gecmesi gerektigini kanmitlaym.



Coziim: Farzedelim ki P’den I™ya cizilen iki te-
get dogrusu T lizerinde A ve B noktalarindan,
Q’dan I'ya cizilen iki teget dogrusu ise I tizerinde
C ve D noktalarindan gecsin. Varsayimdan, 8’inci
sorudan ve 9b’den dolay1 CD dogrusunun | dogru-
suna egit oldugunu, yani P noktasindan gectigini
biliyoruz. AB ve CD dogrularinin kesisim noktasi-
na E diyelim. Bu durumda 1’inci ve 4’tincii soruyu
kullanarak

(A, B, C,D)2=(C, D, A, B2 = (E, E, A, B) = 1
esitligini buluruz.

Simdi QA ile CD’nin kesigsim noktasina A’ ve
OB ile CD’nin kesisim noktasina ise B’ diyelim. Bu
durumda yine 4’iincii soruyu kullanarak

1=(A, B, D, C2=(A, B, D, C)
bulunur ki bu A’ = B’ demektir. Bunun sonucu ola-
rak QO noktasinin AB iizerinde olmasi gerektigi or-
taya cikar.

11. Yukaridaki problemleri ¢ozerken buldu-
Sunuz farkl capraz oran formiillerini listeleyiniz.
Coziim Onerisi. Ay, Ay, A, A4 diizlemin bir
dogrusunun dort noktasi olsun. Bu dogru tistiinde
olmayan herhangi bir P noktasi igin, PA;, PA,,
PA;, PA4 dogrularini ele alalim. 2b’yi ¢ozerken,
eger L;; = m(A;PA;) ise
d(A,PA;)  d(Ay,PAs3)
(A1, 4,45, 44) = d(All,PAi) - d(Ai,PAi)
_ sink13 . Sin7\‘23

- Sil’l?u14 ’ sink24 '

esitliklerini gormustiik. Ayrica, kolayca goriilecegi

uzere,
Alan(AiPAj) = PA]--PAJ--sin Ajj
oldugundan,
Alan(A{PA;) Alan(A,PA
(A1,47,A3,A4) = LLE APAs),
Alan(AlPA4) Alan(AZPA4)
L)
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