
R2 Öklid düzleminde ayn› l do¤rusu veya ay-

n› Ω çemberi üzerindeki olan dört farkl› A, B, C, D

noktas› alal›m.

A, B, C, D noktalar›n›n çapraz oran›,

olarak tan›mlan›r. Bu tan›mda d(P, Q), P ile Q

noktalar› aras›ndaki Öklid uzakl›¤›n› simgelemek-

tedir, yani P(a, b) ve Q(c, d) ise,

1. (A, B, C, D) = (C, D, A, B) = (B, A, C, D)−1

= (A, B, D, C)−1 eflitliklerini kan›tlay›n.

YYaann››tt:: Bu çok kolay, her P ve Q noktas› için

d(P, Q) = d(Q, P) eflitli¤inden kaynaklan›r.

2. l1, l2, l3, l4 do¤rular› a do¤rusunu A1, A2,

A3, A4 noktalar›nda ve b do¤rusunu B1, B2, B3, B4

noktalar›nda kessinler.

2a) l1, l2, l3, l4 do¤rular› paralelse

(A1, A2, A3, A4) = (B1, B2, B3, B4)

eflitli¤ini gösterin.

Çözüm: Bu durumda, benzer üçgenlerden dolay›,

eflitlikleri vard›r; Bundan da (A1, A2, A3, A4) = (B1,

B2, B3, B4) eflitli¤i ç›kar.

2b) l1, l2, l3, l4 do¤rular› tek bir noktada ke-

sifliyorlarsa (A1, A2, A3, A4) = (B1, B2, B3, B4) eflit-

li¤ini gösterin.

Çözüm: Ai noktas›n›n lj do¤rusuna uzakl›¤›n›

d(Ai, lj) ile gösterelim. Bu durumda benzerlikten

eflitlikleri ç›kar. li ve lj do¤rular› aras›ndaki aç›y›

λij ile gösterirsek, yukardaki eflitliklerden,

ç›kar. Ayn› eflitlik (B1, B2, B3, B4) için de geçerli ol-

du¤undan, (A1, A2, A3, A4) = (B1, B2, B3, B4) eflit-

li¤i do¤rudur.

3. Bir Ω çemberi üzerinde,

CD bir çap oluflturmak üzere, A,

B, C ve D noktalar› al›nm›fl olsun.

A’n›n CD üzerindeki izdüflümü A′
ve B’ninki ise B′ olsun.

(A, B, C, D)2 = (A′, B′, C, D)

eflitli¤ini gösterin.

Çözüm: CD bir çap oluflturdu¤u için flu eflitlik-

leri biliyoruz:

AC2 = A′C·DC

AD2 = A′D·DC

BC2 = B′C·DC

BD2 = B′D·DC

Buradan kolayl›kla (A, B, C, D)2 = (A′, B′, C, D)

sonucunu ç›karabiliriz.

4. Bir Ω çemberi üzerinde A, B, C, D noktala-

r› al›nm›fl olsun. tC ve tD do¤rular› (bu s›rayla) C ve

D noktalar›ndan geçen iki te¤et olsun. (Bir sonraki

sayfadaki flekle bak›n.) Bu te¤etler P noktas›nda

kesiflsinler. A′, AP ve CD do¤rular›n›n, B′ ise BP ve

CD do¤ru parçalar›n›n kesiflim noktalar› olsun.

(A, B, C, D)2 = (A′, B′, C, D)

eflitli¤ini gösterin.
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Çözüm: E¤er çemberin çevresi r ise, kolayca,

AC = 2r sin(ACP ) bulunur. Dolay›s›yla,

AC2·CP= AC·CP·2r sin(ACP)

= 4rAlan(ACP)

= AP·CP·2r sin(APC).

Benzer biçimde,

AD2·DP = AP·DP·2r sin(APD)

BC2·CP = BP·CP·2r sin(BPC)

BD2·DP = BP·DP·2r sin(BPD)

eflitlikleri geçerlidir. Bu eflitlikleri göz önünde bu-

lundurarak hesaplayal›m:

U ⊆ R2 olsun. E¤er U sonlu yar›çapl› bir daire-

nin içindeyse U’ya s›n›rl› denir. E¤er her l do¤ru-

su için, l ∩ U aç›k (yani s›n›r noktalar›n› içerme-

yen) bir do¤ru

parças›ysa (Not:

Boflküme de aç›k

bir do¤ru parças›-

d›r) U’ya içbükey

alan denir.

Bundan böyle

U, R2’nin s›n›rl› bir içbükey alan›n› simgeleyecek.

Her l do¤rusu için l ∩ U do¤ru parçalar›n›n s›n›r

noktalar›n›n kümesi S(U) olsun. S(U) kümesine U

alan›n›n s›n›r› ad› verilir.

A, B ∈ U iki de¤iflik nokta olsun. S(U) ∩ AB =

{A′, B′} olsun. (Burada AB, A ve B noktalar›ndan

geçen do¤rudur.) Ayr›ca bu

noktalar›n flekilde görüldü¤ü

gibi A′, A, B, B′ s›ras›yla s›ra-

land›klar›n› varsayal›m. fiimdi

ρU(A, B) say›s›n›,

ρU(A, B) = ln(A, B, B′, A′)
olarak tan›mlayal›m. (Not : ln fonksiyonunun yani

logaritman›n tan›m›n› ve tüm özelliklerini bilmeniz

gerekmiyor. Logaritma fonksiyonu hakk›nda bil-

meniz gereken özellikler en sonda özet olarak veril-

mifltir.) Ayr›ca her A ∈ U için ρU(A, A) = 0 olsun.

Birazdan ρU fonksiyonunun U’nun iki noktas› ara-

s›nda bir çeflit mesafe ölçtü¤ünü kan›tlayaca¤›z.

5. Afla¤›daki önermeleri kan›tlay›n.

5a. Her A, B ∈ U için ρU(A, B) ≥ 0’d›r.

5b. ρU(A, B), ancak ve ancak A = B ise 0 ola-

bilir.

5c. Her A, B ∈ U için, ρU(A, B) = ρU(B, A).

5d. E¤er B noktas› A ve C noktalar›n›n aras›n-

daysa, ρU(A, C) = ρU(A, B) + ρU(B, C).

Çözüm: (a, b). E¤er A ve B, U’da iki farkl›

nokta ise d(A, B′) > d(B, B′) ve d(B, A′) > d(A, A′)
d›r. Dolay›s›yla

ve ρU(A, B) > 0 olur. Ayr›ca tan›m gere¤i ρU(A, A)

= 0.

c) Birinci sorudan dolay›,

ρU(A, B) = ln(A, B, B′, A′)
= ln(B, A, A′, B′) = ρU(B, A).

d) B noktas›n›n A ve C noktalar› aras›nda ol-

du¤unu göz önünde bulundurarak

do¤rudan hesaplayal›m:

ρU(A, B) + ρU(B, C)

= ln(A, B, B′, A′) + ln(B, C, B′, A′)
= ln((A, B, B′, A′)·(B, C, B′, A′))
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Logaritma
a) ln (ya da log) sadece pozitif say›lar için

tan›mlanm›fl bir fonksiyondur.

b) ln 1 = 0,

c) Her pozitif x, y için, ln xy = ln x + ln y,

d) ln artan bir fonksiyondur, yani 0 < x < y için

ln x < ln y eflitsizli¤i geçerlidir.



6. U ve V iki s›n›rl› içbükey alan olsun. E¤er U

⊆ V ise, her A, B ∈ U için,

ρV(A, B) ≤ ρU(A, B)

eflitsizli¤ini gösterin.

Çözüm: AB ∩ S(U) = {A′, B′} ve AB ∩ S(V) =

{A″, B″} yukardaki flekildeki gibi olsun. ln artan bir

fonksiyon oldu¤undan, (A, B, B′, A′) ≥ (A, B, B″, A″)
eflitsizli¤ini göstermemiz yeterli. E¤er

δA = d(A′, A″) ≥ 0 ve δB = d(B′, B″) ≥ 0

ise,

eflitlikleri ve d(A, B′) > d(B, B′) ve d(B, A′) > d(A,

A′) eflitsizliklerinden dolay›, e¤er a ≤ b ve δ ≥ 0 ise,

eflitsizli¤ini kan›tlamak yeterlidir. Ama bu son eflit-

sizli¤in do¤ru oldu¤unu kan›tlamak çok kolay.

7. U, s›n›rl› bir içbükey alan ve A, B, C ∈ U

olsun. ρU(A, C) ≤ ρU(A, B) + ρU(B, C) eflitsizli¤ini

kan›tlay›n.

Kan›t: Önce s›n›r noktalar›m›z› belirleyelim:

AB ∩ S(U) = {A′, B′},
BC ∩ S(U) = {B″, C″},

AC ∩ S(U) = {A′″, C″′}
yandaki flekildeki gibi ol-

sun. V, A′B′′ ve B′C′′ do¤-

rular› aras›nda kalan

U’nun noktalar kümesine V diyelim. A′B′′ ve B′C′′
do¤rular›n›n kesiflim noktas›na P diyelim. PA′, PB

ve PC′′ do¤rular›yla AC do¤rusunun kesiflim nok-

talar›na s›ras›yla A, B ve C diyelim. Bu durumda,

2b’den dolay›,

ρU(A, B)= ln(A, B, B′, A′) = ln(A, B, C, A)

= ρV(A, B)

ve

ρU(B, C)= ln(B, C, C′′, B′′) = ln(B, C, C, A)

= ρV(B, C)

eflitlikleri sa¤lan›r. Dolay›s›yla, 5d ve 6’dan dolay›, 

ρU(A, B) + ρU(B, C) = ρV(A, B) + ρV (B, C)

= ρV(A, C) ≥ ρU(A, C).

8. [‹ki Do¤ru Aras›ndaki Mesafe.] l1 ve l2, s›-

n›rl› bir içbükey alan olan U’yla kesiflen, paralel ol-

mayan ama U ∪ S(U) kümesinde kesiflmeyen iki

do¤ru olsun. l1 ve l2 do¤rular›n›n kesiflim noktas›-

na P diyelim. t1 ve t2, P noktas›ndan geçen ve S(U)

kümesini kesen ama U’yu kesmeyen iki farkl› do¤-

ru olsun (örne¤in t1 ve t2 te¤et olabilirler U’ya) Q1

∈ t1 ∩ S(U) ve Q2 ∈ t2 ∩ S(U) olsun. Q1Q2 do¤-

rusu l1 ve l2 do¤rular›n› s›ras›yla A1 ve A2 nokta-
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Hilbert Mesafesi
X bir küme olsun. d : X x X → R, flu özellikleri

sa¤layan bir fonksiyon olsun: Her x, y, z∈X için,

a) d(x, y) ≥ 0,

b) d(x, y), ancak ve ancak x = y ise 0’d›r,

c) d(x, y) = d(y, x),

d) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

O zaman d’ye X üzerine mesafe ad› verilir.

E¤er U ⊂ R2 içbükey ve s›n›rl› bir kümeyse, yu-

kardaki sorulardan, ρU fonksiyonun U üzerine

bir mesafe oldu¤u ç›kar. Bu mesafeye Hilbert

mesafesi ad› verilir.



lar›nda kessin. Her B1 ∈ l1 ∩ U ve B2 ∈ l2 ∩ U için

ρU(A1, A2) ≤ ρU(B1, B2) eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

Kan›t: Afla¤›daki flekilden kan›t› izleyin. B1 ∈
l1 ve B2 ∈ l2, U’da herhangi iki nokta olsun. B1′,

B2′, B1″, B2″ flekildeki gibi olsun. V, t1 ve t2 do¤ru-

lar› taraf›ndan s›n›rlanan ve U’yu ve B1″, B2″ nok-

talar›n› içeren herhangi bir s›n›rl› ve içbükey alan ol-

sun. 6 ve 2b’den dolay› 

ρU(B1, B2) ≥ ρV(B1, B2) = ρV(A1, A2) = ρU(A1, A2)

dir.

9. U, l1, l2, A1 ve A2 yukardaki gibi olsun.

ρU(A1, A2) say›s›na l1 ve l2 do¤rular›n›n (ρU’ya

göre) mesafesi ad› verilir.

9a. l1 ve l2 do¤rular›n›n A1 ve A2 noktalar›n-

dan baflka noktalar› da ayn› ρU(A1, A2) mesafesini

verebilirler. Böyle bir örnek verin.

9b. E¤er U bir daireyse, l1 ve l2’nin A1 ve A2

noktalar›ndan baflka noktalar›n›n ρU(A1, A2) me-

safesini veremeyece¤ini kan›tlay›n, yani her B1 ∈
l1, B2 ∈ l2 için, e¤er B1 ≠ A1 ya da B2 ≠ A2 ise

ρU(A1, A2) < ρU(B1, B2)

eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

Çözüm. 9a. AB ve CD do¤rular›n›n P’de kesifl-

ti¤i bir ABCD dörtgeni alal›m. U bu dörtgenin içi

olsun. l1 ve l2, P’den geçen ve U’yu kesen iki do¤-

ru olsun. A1, B1 ∈ l1 ∩ U ve A2, B2 ∈ l2 ∩ U ol-

sun. A1A2 ve B1B2 do¤rular›, AB ve CD do¤rular›-

n› yukardaki flekildeki gibi A1′, B1′, A2′, B2′ nokta-

lar›nda kessin. 2b’ye göre,

ρU(A1, A2) = ln(A1, A2, A2′, A1′)
= ln(B1, B2, B2′, B1′) = ρU(B1, B2).

9b. Γ, U dairesinin s›n›r›, yani çemberi olsun.

P, l1 ∩ l2 ∩ t1 ∩ t2 noktas› olsun. B1B2 do¤rusu t1
ve t2 te¤etlerini B1″ ve B2″ noktalar›nda, Γ çembe-

rini de B1′ ve B2′ noktalar›nda kessin.

E¤er (B1, B2) ≠ (A1, A2) ise o zaman ya B1′ ≠ B1″
ya da B2′ ≠ B2″. Çapraz oran›n tan›m›ndan

(B1, B2, B2″, B1″) < (B1, B2, B2′, B1′)
ç›kar ve bundan ve 2b’den,

ρU(B1, B2) = ln(B1, B2, B2′, B1′)
> ln(B1, B2, B2″, B1″)
= ln(A1, A2, Q2, Q1) = ρU(A1, A2)

ç›kar.

10. Γ bir çember olsun. U, Γ çemberiyle s›n›rla-

nan dairenin içi olsun. P ve Q, Γ’n›n d›fl›nda kalan

alandan seçilmifl iki nokta olsun. l1 ve l2 do¤rular›

P’den, m1 ve m2 do¤rular› da Q’den geçen ve

U’dan noktalar içeren dört do¤ru olsun. l do¤rusu

m1 ile m2 aras›ndaki ρU mesafesini (bkz. problem 8

ve 9b) veren iki noktay› içeren do¤ru olsun. Ayn›

flekilde, m do¤rusu l1 ile l2 aras›ndaki ρU mesafesi-

ni veren iki noktay› içeren do¤ru olsun. E¤er l do¤-

rusu, P noktas›ndan geçiyorsa, m do¤rusunun Q

noktas›ndan geçmesi gerekti¤ini kan›tlay›n.
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Çözüm: Farzedelim ki P’den Γ’ya çizilen iki te-

¤et do¤rusu Γ üzerinde A ve B noktalar›ndan,

Q’dan Γ’ya çizilen iki te¤et do¤rusu ise Γ üzerinde

C ve D noktalar›ndan geçsin. Varsay›mdan, 8’inci

sorudan ve 9b’den dolay› CD do¤rusunun l do¤ru-

suna eflit oldu¤unu, yani P noktas›ndan geçti¤ini

biliyoruz. AB ve CD do¤rular›n›n kesiflim noktas›-

na E diyelim. Bu durumda 1’inci ve 4’üncü soruyu

kullanarak

(A, B, C, D)2 = (C, D, A, B)2 = (E, E, A, B) = 1

eflitli¤ini buluruz.

fiimdi QA ile CD’nin kesiflim noktas›na A′ ve

QB ile CD’nin kesiflim noktas›na ise B′ diyelim. Bu

durumda yine 4’üncü soruyu kullanarak

1 = (A, B, D, C)2 = (A′, B′, D, C)

bulunur ki bu A′ = B′ demektir. Bunun sonucu ola-

rak Q noktas›n›n AB üzerinde olmas› gerekti¤i or-

taya ç›kar.

11. Yukar›daki problemleri çözerken buldu-

¤unuz farkl› çapraz oran formüllerini listeleyiniz.

ÇÇöözzüümm ÖÖnneerriissii.. A1, A2, A3, A4 düzlemin bir

do¤rusunun dört noktas› olsun. Bu do¤ru üstünde

olmayan herhangi bir P noktas› için, PA1, PA2,

PA3, PA4 do¤rular›n› ele alal›m. 2b’yi çözerken,

e¤er λij = m(AiPAj) ise 

eflitliklerini görmüfltük. Ayr›ca, kolayca görülece¤i

üzere,

Alan(AiPAj) = PAj·PAj·sin λij

oldu¤undan,
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Cahit Arf Günleri S›ralamas›

1 Mehmet Murat Sevim ‹stanbul Atatürk Fen L. 85

2 Kerim Keskin TEV ‹nanç Türkefl Ö. L./Gebze 74

3 Öykü Çobano¤lu ‹zmir Ö. Fatih Fen L. 70

4 HalenurKazaçeflme Ö. fiehzade Mehmet L./Manisa 65

5 Türkü Çobano¤lu ‹zmir Ö. Fatih Fen L. 61

6 Büflra Acar ‹stanbul Atatürk Fen L. 60

7 Deniz Yörüko¤lu ‹stanbul Atatürk Fen L. 60

8 Ezgi Kantarc› Robert Koleji 53

9 Yunus fiaflmaz TEV ‹nanç Türkefl Ö. L./Gebze 52

10 Hasan Hüseyin Eruslu Ö. fiehzade Mehmet L./Manisa 45

10 fiükrü Burç Ery›lmaz ‹zmir Ö. Fatih Fen L. 45

10 Onur Tidin ‹zmir Ö. Fatih Fen Lisesi45

Ramazan Akda¤ ‹stanbul Atatürk Fen Lisesi

Tansel Alt›nel Ö. Sevgi Çiçe¤i Anafen Fen Lisesi

Burak Arkan Sak›p Sabanc› Anadolu L.

Taylan Ayken Ö. Üsküdar Amerikan L.

Fatih Balc› Ö. Gökkufla¤› L.

Emre Demirkaya Galatasaray L.

Ali Efe Ö. Sevgi Çiçe¤i Anafen Fen L.

Abdüsselam Genç ‹stanbul Atatürk Fen L.

‹lyas Gölcüklü Ö. Kas›moglu Fen L.


